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Chapter 1

Wiederholung

In diesem Kapitel werden wir einige wichtige Begriffe aus dem ersten Semester in Erin-
nerung rufen, die wir in dieser Lehrveranstaltung benotigen. Genauer gesagt werden wir
die Matrixdarstellung linearer Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen
wiederholen.

1.1 Matrixdarstellungen

Sei k ein Korper. Eine lineare Abbildung f: V' — W zwischen zwei endlichdimensionalen
k-Vektorraumen ist eine Abbildung mit der Eigenschaft

fl@+y)=f@)+ fy)
flex) = cf(z)
fiir alle z,y € V und ¢ € k.
Gegeben seien eine Basis o = {vy,...,v,} von V und eine Basis § = {wy,...,w,} von W.

Dann kénnen wir eine (eindeutige) Matrix finden, die diese lineare Abbildung darstellt. Aber
was bedeutet das? Was heifit es, eine lineare Abbildung zu reprdsentieren?

1.1.1 Koordinatenvektoren

Beginnen wir mit einer einfacheren Frage. Sei k ein Korper und V' ein endlichdimensionaler
k-Vektorraum mit einer geordneten Basis B = {v1,...,v,}. Das bedeutet:

1. B erzeugt V. Das heifit, jeder Vektor v € V lasst sich als Linearkombination der
Vektoren aus B schreiben. Genauer: Zu jedem v € V gibt es Skalare aq, ..., a,, sodass

V=a1V1 + ...+ QpUn.

2. B ist linear unabhdngig. Das bedeutet: Wenn ein Vektor v als Linearkombination der
Vektoren aus B geschrieben werden kann, dann ist diese Darstellung eindeutig. Das
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heif3t, wenn

v =a1v1 + ...+ a,v,
U:b101+...+bnvn,

dann gilt a; = by,...,a, = b,.
Wenn wir also eine Basis B = {vy,...,v,} des k-Vektorraums V' haben und v € V" als
V=a1V] + ...+ a,v,

schreiben konnen, dann ist jede Information tiber den Vektor v durch die Skalare a4, ..., a,
gegeben. Wir schreiben dies wie folgt.

Definition 1.1.1. Wir setzen

451
[/U]B = D
an
wobei B = {vy,...,v,} eine Basis des k-Vektorraums V ist und v € V' als

V=a1V] + ...+ a,vu,
geschrieben werden kann.

Beachte, dass der Spaltenvektor [v]g ein Element von k" ist. Wir nennen ihn den Koordi-
natenvektor von v bezuglich B.

Remark 1.1.2. Beachte, dass der Koordinatenvektor eines Vektors von der gewéhlten Basis
abhéngt. Andert man die Basis, so dndert sich der Koordinatenvektor im Allgemeinen.

Example 1.1.3. Sei V = P(R) der Raum der reellen Polynome vom Grad hochstens 2.
Betrachte die geordneten Basen By = {1, z, 2%} und By = {1+, 1 — x, 2%} sowie den Vektor
p=>5+x+ T2’
Die Frage
Bestimme [plg, .
ist aquivalent zur Frage
2

Finde a1,as,a3 E R mit p=a,-1+as-x+ az-x°.

Daher gilt

[5 +x+ 7.%2]51 =

- = ot

Um [p|g, zu bestimmen, suchen wir a, b, c € R mit

5+2+72° =a(l + )+ b(1 —2) + ca®.



1.1. MATRIXDARSTELLUNGEN 5

Die rechte Seite konnen wir als a + b + (a — b)x + cx? schreiben. Daraus erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

a+b=>5
a—b=1
c="T1.

Durch Losen dieses linearen Gleichungssystems erhalten wir

5+ + 727, =

~N N W

Der gleiche Vektor p besitzt hier also zwei verschiedene Koordinatendarstellungen.

Lemma 1.1.4. Die Abbildung V' — k™, gegeben durch v — [v]g, ist linear. Tatsdchlich ist
sie ein Isomorphismus.

Exercise 1.1.5. Beweise dieses Lemma.

Exercise 1.1.6. In der Vorlesung haben wir besprochen, dass ein grofler Teil der linearen
Algebra darin besteht, Aussagen in die richtige Sprache zu iibersetzen. Oft kann man durch
die Frage “Was bedeutet das?” das Problem auf das Losen eines linearen Gleichungssystems
zuriickfiihren. Diskutiere aus dieser Perspektive den Zusammenhang zwischen “B ist eine
Basis” und “v +— [v]g ist ein Isomorphismus”.

1.1.2 Matrix einer linearen Abbildung

Sei nun f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vek-

torrAumen tiber einem Korper k. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V und C =
{wy, ..., wy,} eine Basis von W. Dann erhalten wir nach Lemma 1.1.4 ein Diagramm
v—IL —w
-k
k" k™

wobei og und o¢ Isomorphismen sind.

Da og ein Isomorphismus ist, besitzt er eine Inverse og L

gramm

Somit erhalten wir das Dia-
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wobei der gestrichelte Pfeil eine lineare Abbildung £™ — k™ ist, gegeben durch die Kompo-
sition oc o f o og’.

Dies ist wiederum eine lineare Abbildung, und aus der linearen Algebra wissen wir, dass jede
solche Abbildung durch eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in k beschrieben wird.

Definition 1.1.7. Wir nennen diese Matrix die Matrizdarstellung von f beziglich B und C.

Dies ist eine gute Definition — aber wie schreibt man diese Matrix konkret auf? Im Fol-
genden besprechen wir das Vorgehen, geben ein Beispiel und erklaren anschlieffend, woher
dieses Vorgehen kommt.
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