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Aufgabe 1
Es sei 0 6= a ∈ R2. Zeigen Sie, dass folgende Abbildungen linear sind, bestimmen Sie Kern und Bild,
und interpretieren Sie die Abbildungen geometrisch.

(a) pa : R
2 → R2, v 7→ v − 〈a,v〉

‖a‖2
a.

(b) sa : R
2 → R2, v 7→ v − 2 〈a,v〉

‖a‖2
a.

Aufgabe 2
Es seien V ein R–Vektorraum mit Basis (v1, v2, v3, v4) und W ein R–Vektorraum mit Basis (w1, w2, w3).

(a) Warum gibt es genau eine lineare Abbildung f : V −→W mit

f(v1) = w1+2w2+3w3, f(v2) = 5w1+11w2+16w3, f(v3) = 3w1+9w2+13w3, f(v4) = w1+2w2?

(b) Es sei f die lineare Abbildung aus a). Bestimmen Sie Basen von ker(f) und f(V ).

Aufgabe 3
Es seien K ein Körper, U , V , W drei K–Vektorräume, und f : U −→ V , g : V −→W lineare Abbildun-
gen. Zeigen Sie:

(a) Es ist g ◦ f linear.

(b) Ist f bijektiv, so ist f−1 linear.

Aufgabe 4
Es seien K ein Körper, V ein K–Vektorraum, und f : V −→ V eine lineare Abbildung. Wir setzen
f2 = f ◦ f : V −→ V . Zeigen Sie:

ker(f) ∩ f(V ) = 0 ⇐⇒ ker(f2) = 0.

Aufgabe 5
Es sei V ein C-Vektorraum mit Basis B. Durch Einschränkung der Skalarmultiplikation ist V auch ein
R-Vektorraum.

(a) Beweisen Sie, dass B ∪ { ib | b ∈ B } eine Basis von V über R ist.

(b) Zeigen Sie, dass die komplexe Konjugation{
C → C
z = a+ ib 7→ z = a− ib (a, b ∈ R)

als Abbildung linear über R, aber nicht über C, ist.
(c) Bestimmen Sie Basen von

LC(C,C) = {ϕ : C→ C | ϕ ist C-linear }

und von
LR(C,C) = {ϕ : C→ C | ϕ ist R-linear }.


