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Aufgabe 1
Bestimmen Sie Basen von L(M) + L(N) und L(M) ∩ L(N), für

M =




1
0
1
2

 ,


0
1
1
1


 ⊆ R4 und N =




1
1
4
0

 ,


2
−3
−1
1

 ,


3
1
0
0


 ⊆ R4.

Aufgabe 2
Für a ∈ R und n ∈ N+ definieren wir Abbildungen fa, gn, hn : R −→ R durch

fa(x) = x+ a, gn(x) = x2 + 2nx+ n2, hn(x) =
1

n+ x2

für alle x ∈ R. Stellen Sie für folgende Mengen fest, ob diese als Teilmengen des R–Vektorraums
Abb(R,R) (definiert wie in Aufgabe 5 von Blatt 5) linear unabhängig sind.

(a) F = { fa : R→ R | a ∈ R}.
(b) G = { gn : R→ R | n ∈ N+}.
(c) H = {hn : R→ R | n ∈ N+}.

Aufgabe 3
Für k = 0,. . . , 3 definieren wir die Abbildung pk : Z3 −→ Z3 durch pk(x) = xk für alle x ∈ Z3.
Untersuchen Sie, ob die pk, k = 0,. . . , 3 im Z3–Vektorraum Abb(Z3,Z3) linear unabhängig sind.

Aufgabe 4
Es seien K ein Körper, und X eine Menge. Für eine Teilmenge M ⊂ X setzen wir

ZM = {f ∈ Abb(X,K) | ∀x ∈ X \M : f(x) = 0}.

Zeigen Sie für zwei Teilmengen M , N von X:

(a) ZM ist ein Unterraum von Abb(X,K).

(b) ZM ∩ ZN = ZM∩N .

(c) ZM∪N = ZM + ZN .

Bestimmen Sie auch alle Paare (M,N) von Teilmengen von X, für die Abb(X,K) = ZM ⊕ ZN gilt.

Aufgabe 5
Beweisen Sie Lemma 3.37 der Vorlesung (bzw. Lemma 4.37 aus dem Kappel–Skriptum): Es sei V ein
Vektorraum über dem Körper K.

(a) Ein einziges Element a ∈ V ist genau dann linear unabhängig, wenn a 6= o ist.

(b) a1, . . . , an ∈ V , n ≥ 2, sind genau dann linear abhängig, wenn für mindestens ein k, 1 ≤ k ≤ n,
gilt:

ak =

n∑
i=1
i6=k

λiai mit λi ∈ K.

Aufgabe 6
Es seien K ein Körper, V ein K–Vektorraum, I eine nicht leere Menge und (Wi)i∈I eine Familie von
Unterräumen von V mit folgender Eigenschaft: sind i, j ∈ I, so gibt es k ∈ I mit Wi ⊂ Wk und
Wj ⊂Wk. Zeigen Sie ∑

i∈I

Wi =
⋃
i∈I

Wi.


