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Aufgabe 1

(a) Erstellen Sie die Verknüpfungstabellen für die Addition und Multiplikation des Körpers Z7.

(b) Bestimmen Sie 5
−1 ∈ Z7.

Aufgabe 2
Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme

(a)
x + 2y = 4
3x + y + z = 0
x + y + 2z = 3

(b)
2y + 2z = 1

2x + y = 1
4x + 2y = 2

über dem Körper Z5.

Aufgabe 3
Welche der folgenden Teilmengen sind Unterräume der angegebenen R-Vektorräume?

(a) A = { (x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 = 3x2, x3 = −x1 } ⊆ R3.

(b) B = { (x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 0 } ⊆ R2.

(c) C = { (x1, x2) ∈ R2 : x21 − x
2
2 = 0 } ⊆ R2.

(d) D = { (x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 ≥ x2 } ⊆ R3.

(e) E = { (t, t3) ∈ R2 : t ∈ R } ⊆ R2.

(f) F = { (t, t+ s) ∈ R2 : s, t ∈ R } ⊆ R2.

Aufgabe 4

(a) Es sei V ein Vektorraum über dem Körper Z2. Zeigen Sie v + v = 0 für alle v ∈ V .

(b) Es sei (V,+) eine abelsche Gruppe mit v + v = 0 für alle v ∈ V . Zeigen Sie, dass es genau eine
Möglichkeit gibt, (V,+) zu einem Vektorraum über Z2 zu machen.

Aufgabe 5
Es seien K ein Körper, X eine Menge, und Abb(X,K) := { f | f : X → K } sei die Menge aller
Abbildungen von X nach K. Für f , g ∈ Abb(X,K) und λ ∈ K seien f + g ∈ Abb(X,K) und λf ∈
Abb(X,K) definiert durch

(f + g)(x) := f(x) + g(x) und (λf)(x) := λf(x) für alle x ∈ K.

Zeigen Sie, dass (Abb(X,K),+, ·) ein Vektorraum über K ist.

Aufgabe 6

(a) Es seien K ein Körper, V ein K–Vektorraum, und W1, W2 zwei Unterräume von V . Zeigen Sie,
dass folgende drei Aussagen äquivalent sind:

a) W1 ∪W2 ist ein Unterraum von V .

b) Es gilt W1 ⊂W2 oder W2 ⊂W1.

c) Es gilt W1 ∪W2 = W1 oder W1 ∪W2 = W2.

(b) Geben Sie ein Beispiel für einen Körper K, einen K–Vektorraum V , und drei Unterräume W1,
W2, W3 von V , sodass W := W1 ∪W2 ∪W3 ein Unterraum von V mit W 6= Wk für k = 1, 2, 3 ist.


